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e La durée de I’épreuve est de 4 heures.

e [’¢preuve comporte cinqg exercices indépendants deux a deux.

e Les exercices peuvent €tre traités selon 1’ordre choisi par le
candidat.

-Le premier exercice se rapporte aux structures algébriques.
- Le deuxieme exercice se rapporte a I’arithmétique.
- Le troisieme exercice se rapporte aux nombres complexes.

-Le quatriéme exercice se rapporte a I’analyse.
- Le cinquiéme exercice se rapporte a 1’analyse.

Les calculatrices non programmables sont autorisées
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Premier exercice :(4 points) Les deux parties sont indépendantes.
Premiére partie : Dans I’anneau (M, (R),+,x) on considére les deux matrices suivantes :
2oz
2 2
1 00
I={0 1 OetAzﬁ —ﬁ 0
0 0 1 2 2
0 0 1
(Onpose: A’°=1 etA'=A et A> = Ax A et A™ = A" x A pour toutn deN )
0.5 | 1-Montrer que: (VkeN) A* =1
0.5 | 2-Montrer que A admet une matrice inverse A que ’on déterminera.
Deuxieme partie : Soita un nombre réel.
Pour tout X ety de I'intervalle | = ]a,+o0o[ onpose: x*y=(x-a)(y—a)+a
0.5 1-a)Montrer que * est une loi de composition interne dans |
0.5 b) Montrer que la loi * est commutative et associative.
0.5 c) Montrer que (1,*) admet un élément neutre que I’on déterminera.
0.5 2-Montrer que (1,*) est un groupe commutatif.
3-On considere I’application : P 1R,
X St /
X—a
0.5 a)Montrer que g est un isomorphisme de(1,*) vers(R’,x)
0.5 b) Résoudre dans I’ensemble | I’équation : X¥ =a®+a ol X = x % x* X
Deuxieme exercice :(2.5points)
Soit N I’entier naturel dont I’écriture dans la base décimale est : N =11........... 1
R —
2010 fois1
0.25 | 1-Montre que le nombre N est divisible par 11
0.75 | 2-a)Vérifier que le nombre 2011 est premier et que 10°°° —1=9N
0.5 b) Montrer que le nombre 2011 divise le nombre 9N
0.5 ¢) En déduire que le nombre 2011 divise le nombre N .
0.5 | 3- Montrer que le nombre N est divisible par 22121
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Troisieme exercice :(3.5points)
Premiere partie :Soitm un nombre complexe non nul. On considére dans 1’ensemble C 1’équation
d’inconnue Z : (Em) . 7° +|:(1— i)m —4]2 —im? - 2(1— i)m +4=0
0.5 | 1-Veérifier que le nombre z =-m+2 est solution de I’équation (E, )
2-Soit z, la deuxiéme solution de 1’équation (Em)
0.5 a) Montrer que: 2,2, =1 < im’+2(1-i)m—-3=0
1 b) Déterminer les deux valeurs de m pour lesquellesona: z,z, =1
Deuxiéme partie : Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormé direct(O,G,\?), On
considére I’application S qui au pointM | d’affixe Z | fait correspondre le pointM' d’affixe Z tel
' : : : T
que:Z —1=—(z—1) etlarotation R de centre le point £2d’affixe (1+1) et d’angle > et
soitz laffixe dupointM” =R(M) .
0.25 | 1-a)Montrer que I’application S est la symétrie centrale de centre le point d’affixe 1 .
0.25 b) Montrer que : Z =iz+2 .
2-Soit Ale point d’affixe 2.0n suppose que le point M est distinct du pointO origine du repére.
Z - _ i X
0.5 a)Calculer : — 5 en déduire la nature du triangle AM M .
Z —
0.5 b) Déterminer I’ensemble des points M pour lesquels les points A, 2, M etM " sont
cocycliques.
Quatriéme exercice:(6.5points)
Premiére partie : Etude des solutions positives de l’équation(E) :e* =x" avec nun entier
naturel non nul.
On considére la fonction numérique f définie sur I’ensemble D =[0,1] U [1,+oo[ par:
X . . . . -
f(x)= T six#0et f(0)=0 etsoit (C)sa courbe représentative dans le plan rapporté a
nx
un repére orthonormé (O,T,])
0.25 | 1. Vérifier que pour tout X de I’ensemble |0, U 1,400 ona: e =x" < n=f(x)
0.5 2- Montrer que la fonction f est dérivable a droite enO .
15 | 3-Calculer les limites : lim f (x) etlim f (x) et lim f(x) et lim ——= ensuite interpréter
' x—1" x—1* X—>+00 Xx—>+o X
graphiquement les résultats obtenus.
0.75 | 4-Etudier les variations de la fonction f sur chacun des intervalles[0,1] et [1,4oc[ puis donner son
tableau de variations.
0.5 5-Montrer que la courbe (C) admet un point d’inflexion dont on déterminera les coordonnées.
0.5 | 6- Représenter graphiquement(C) .
0.5

7-Montrer que pour N> 3, 1"équation( E ) admet exactement deux solutions &, et b, tel que :
l<a, <e<b,
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Deuxieme partie : Etude des deux suites(a,) et (b,)
0.5 | 1-Montrer que : (Vn=3) b, >n , en déduire la limite de la suite(b, )
0.5 2-a) Montrer que la suite (an )n>3 est décroissante, en déduire qu’elle est convergente.
1 e . _ .
0.5 b) Montrer que : (Yn>3) =<In(a,)<— ,endéduire la limite de la suite(a, )
n n n>3
0.5 c)Montrer que : lim a; =e
n—+o0
Cinguiéme exercice :(3.5points)
2 X 2
On considere la fonction numérique F définie sur I’intervalle | 0; +oo[ par: F(x)=€"" je_t dt
0
05 | 1-a) Montrer que: (Vx>0) 0<F(x)< xe X
0.5 b) Montrer que : (VX > l) e < e en déduire la limite de la fonction F en +ao
0.5 2-Montrer que la fonction F est dérivable sur ’intervalle [O; +oo[ et que :
(vx=0) F(x)= e 2 — 2xF (x)
3-On consideére la fonction numérique G définie sur rmtervane[o;ﬂ par :
b4
G(x)=F(tanx) ; 0£x<E
/4
G| —|=0
2
T
0.25 a) Montrer que la fonctionG est continue a gauche enE
0.75 b) Montrer qu’il existe un réel C de I’intervalle ]0;+oo[ tel que : F'(C) =0
e—zc2
etque: F(c)=
(€)="52
. L . . . T
(On pourra appliquer le théoreme de ROLLE a la fonctionG sur l’mtervalle[O;E})
: e¥
4-On considere la fonction numérique H- définie sur 0,400 par: H (x)=F (X)2—
X
0.5 a)Montrer que la fonction H est strictement décroissante sur]0,+oo[
0.5 b) En déduire que C est unique, puis donner le tableau de variation de F

FIN






