2¢me BAC Sciences Maths
2023-2024

Centre Descartes

Les suites

Pr : Moustaid

Pour tout

considere : a, = 2" +3,S = ag + a; + -+ + ay.
Démontrer que (S — 62274 = 1.

_801ent (x,) et (y,) deux suites satis-

fait les relation suivant :

entier naturel m on

Xie1 = 3xp + yi 2

Yk € N, On in-
Vi1 = 2x; + 4y; yo=-1
troduise deux suites auxiliaires (z,) et (¢,) en posant

X0
et

Zr = X+ yretty =2x; — yi.

O Montrer que les deux suites (z,) et (#,) sont
géométriques.

® Donner ’expression de zj et £; en fonction de k

puis celle de xy, et yy.

: :
m On considere la suite (u,,) tel que :

Upy = 2u, +5".
Pour expliciter le terme général de cette suite, on pose

u,
YneN,x,

5.
1

2
O Vérifierque Vrn € N, x4 = gx,, + 3

® En déduire I’expression de x,, en fonction de n puis

celle de u,, en fonction de n.

Soit a un réel tel que a > 2, on définit la suite (u,,)

définie sur N par :

u,—a
Upyg = ——
+ 2u,—a-1
u0=0
1
© On suppose que a = 2 et on pose v, = 1
u, —

montrer que (v,) est une suite arithmétique puis

déduire u,, en fonction de n.
2u, — a

® On suppose que @ > 2 et on pose w, 5 >’
u, —
montrer que (w,) est une suite géométrique puis don-
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ner une autre fois u, en fonction de n.
Exercice 41

Calculer la limite de la suite (u#,,) dans chacun des cas

suivants :
ou, = nt5V2
n+4
Ou, = 22 = 3n+ 11
—4n’ + n
Ou,=-2n+3nVn+5n-7
Qun =3n_5n+2
3n_5n+1
Ou,= ——
3"+ 2.5"

Ou,=nN2+1-nVn2 -1

On considere la suite (u,) définie par :
51
k=1 n + @

© Montrer que Yn € N :

u, =

n
— <
n+ Vn

Up <

® Etudier la convergence des suites v,, = ——— et
n+ \Vn
n
Wy = .
"+l

® En déduire que la suite (u,) est convergente et

déterminer sa limite.
Exercice 43

Soit (u,) la suite définie par :

u, + arctanu,

V3

Un+1

Up

O Montrer que Yrn € N :u, > 1.
® Etudier le sens de variation de (u,,).
® Montrer que Vn € N : u, > n% + V3 puis déduire

que la suite est non majoré.



_ Soit (u,) une suite numérique définie

par :

Uy = 0
1 3
Upe1 = §(1 + V)

O Calculer u; et u,.
® Prouverque: 0 <u, <1VneN.
® Montrer que u,, est croissante et déduire que u,, est

convergente.

O On posev, = Yu, —1VY¥n € N.

(a) Montrer que v,, est une suite géométrique.

(b) Déterminer u, en fonction de n puis calculer sa
limite.

(c) Donner S, en fonction de n tel que :

S, = ‘\9u0 + ‘Qul + e+ VU,
_On considere les suites (u,) et (v,)

définies par :
n—-1

2 et
4k + 1)(4k + 3)

Yn € N*; u,

]

47
k=0

u, +
4n -1

Montrer que les deux suites (u,) et (v,) sont adja-

cents. En déduire qu’elles sont convergentes vers une

méme limite [.

Montrer que les deux suites (u,) et (v,) définies par

2n (_1)k+1
:(VYneN):u, = t
(Vn ):u ; k e
2n+1 k+1
(-1
VneN):y, =
2%

Sont convergentes et ont méme limite.

Soient a et b deux réels tel que 0 <

a < b. On définie deux suites (u,) et (v,) par :

2u,v, u,+v,
Upi1 = Vayl =
u,+v, 2
Up=a vo=2"b

O Montrerque Yr € N: 0 < u, < v,.
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® Montrer que la suite (u,) est croissante et que la
suite (v,) est décroissante.

1
® Démontrer que Vr € N : v, — U,y < E(V,, —u,)

n
puis v, —u, < 5) (vo — uy).
O En déduire lim v, —u,,.
n—+oo
© Déduire des deux questions précédentes que les
deux suites sont convergentes.
® Montrer que la suite (u,v,) est constante.

@ En déduire la limite commune des suites (u,) et

Vn).

On considere la fonction f définie sur
1

I =10,2]par: f(x) = EVxZ + 6x

@ Etudier les variations de f puis déterminer f(I).

® On considere la suite suivante (v,),en+ définie par

(Vn € N%) :

vV, = 1
1
Vyr1 = 3 \/vfl + 6v,

(a) Prouverque : YR e N* 0 <v, <2.
(b) Montrer que (v,,)nen+ €St croissante.
(c) Déduire que (V,)uen+ est convergente puis
déterminer sa limite.

Soit f la fonction définie par : f(x) = V6 — x

O (a) Etudier les variations de f.

(b) Montrer que f([1,5]) c [1, 5]

(c) Montrer que f(x) = x admet une seule solution &
dans |1, 5[.

(d) Prouver que VYx,y € [1,5] :

1
lf(x) = f)l < glx -l
® Soit (u,) la suite définie par :

u0=1

{un+1 2= fun)



Montrer que (Yr € N) : luyy — @] < %Iu” - af

En déduire que (u,) est C.V. et donner sa limite.

® On pose a, = uz, et b, = uz,y1.

(a) Montrer que (Vrn € N) : a, < b,.

(b) Montrer que (a,) est croissante et (b,) est
décroissante.

(c) Montrer que (Yr € N) : |b41 —ay41] < %Ibn —a,|
(d) En déduire que les deux suites (a,) et (b,) sont

adjacents et donner leur limite commune.

© Montrer que pour tout entier n tel que n > 2
I’équation (E,) x™1 - 2x + 1 = 0 admet une
unique solution x,, €]0, 1[.

® On définie la suite (x,),>2.

(a) Montrer que la suite (x,),>2 €st croissante.

(b) Montrer que la suite (x,),>2 est convergente et que

lim x,
X—+o00

Soit f la fonction définie par f(x) = x™*' = 2x" + 1
avec (n e N - {1})

© Montrer que la fonction f est décroissante sur I’in-

tervalle |0, 2n l
n+1
P 2n
® Déduire que : f ( ) <0
n+1
® Montrer que :
2
EM I . ,2]) f@=0
n+1
1
O Vérifier que @" = ——
2 -«

Soit n entier naturel non nul.

On considere la fonction numérique g, définie sur
R*par g,(x) = x""' + x" + x — 1.

© Montrer que 1’équation g,(x) 0 admet une
unique solution v, dans R** et que 0 < v, < 1. On

construit donc une suite numérique (v,),»1 -
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® Montrer que (Yx €]0,1[)g,+1(x) < gu(x). Puis

déduire la monotonie de la suite (v,),1.

Soit la fonction f, définie sur [0; +oo[ par :
fu(x) = x" + 4x* avec (n € N¥)
1. Montrer que :
(Yn € N') (Ala, € [05+00]) : fu(a,) =1

1
2. Montrer que : (Yrn € N*) 0 < a, < %

3. a)Montrer que :
(Vn € N¥) (Yx €]051]) : fur1(x) < fu(x)

b)En déduire que la suite (@,) est croissante

4. a)Montrer que la suite («,) est convergente

b)Montrer que lim (a,)" = 0, en déduire
n—+oo

lim «,.
n—-+oo

On définit, pour tout entier n > 1, une fonction f, de

'y

R dans R en posant Yx € R, f,(x) = x" + x"~
et Xt +x -1

1. Montrer qu’il existe un unique réel a, strictement
positif tel que f, (a,) = 0

2. Montrer que (a,),c» €st monotone, en déduire sa
convergence.

3. Montrer que a, €] 0, 1[. En déduire la convergence
et la limite de (a,,””)nem* Puis la limite I de (a,,),,exe
% (1 + aZ”).

4. Préciser, suivant x compris strictement entre 0 et 1

On peut montrer que a,

1
et différent de 5, la limite de (f,,(x)),czn-- En déduire

directement, sans utiliser 2 la convergence et la limite

de (an)nGIN*



Exercice 55 ) N
Pour tout entier » on considere la

fonction f,, définie sur ]0, +oo[ par: f,, = x"+9x2—4.
© Montrer que I’équation f,(x) = 0 admet une seule
solution dans ]0, +oo[ qui sera notée a,,.

@ Calculer a;.

® Montrer que (Yr e N*): 0 < ¢, < g

O (a) M.que Yx €]0,1[ : frr1(x) < fu(x).

(b) Déduire que (a,) est croissante.

(c) Montrer que (,) est convergente puis calculer sa
limite.

® Pour tout n dans N* on pose : B8, = 5 - a, et

Sn = Z ﬁk-
k=1
. 2\"
(a) Montrer que (Vrn e N*) : 0 < B, < 5 .
(c) En déduire que la suite (S,) est convergente.
Soit (a,) une suite numérique définie

par :
apg=a = 1
Api2 = Apy + ay,

O Montrer que (Yrn € N*) : a, € N* et étudier la

(b) Montrer que (Vr e N*): 0 < §, <

Q| = QN =

monotonie de (a,).

® Montrer que (Yn € N*) : a1 — a, = 1 en déduire

que (Vn € N) : a, > netcalculer lim a,.

- X—>+o00

® Montrer que (Yn € N) 1 a, A a4 = 1.

® Soit I I'unique solution positive de 1’équation x =

1 1+ V5§
1+-(= ‘/_). On pose b, = a,41 — la,.
X 2
(a) Montrer que (b,) est une suite géométrique
1 n+1
(b) Déduire que b, = (—7) .

L. An+1 1 1 n , .
© Vérifier que -l=—|-- en déduire que
an an
. A1 ..
la suite est convergente et calculer sa limite.
an

O Soit x un réel, montrer que :
Vne N,0< E(nx)—-nE(x) <n-1

® On considere les deux suites :

1 E (5"x
Yn20v,=u,+—,u, = (%"x)
Sn Sn

a. Calculer u, et vy puis montrer que :

Vn € N, (u,,v,) € Q?

b. Montrer que : Yn € IN,u,, < x <v,

¢. Montrer que les deux suites sont adjacents puis cal-
culer leur limite commune.

d. On considere la suite (w,) définie par :
Vn 2> l,W,, =5" (U, —uu_1),wo = uy

n
. Wik
Montrer que Vrn > 1, 0 <w, < Setlim E — =
n Sk
k=0
x
©® Soit n un entier naturel tel que n > 2. On considere

aussi les deux suites suivantes :

Vn € IN*, ¢, = p" (a, — a,_1)

1 E (p"x
YnelIN,b,=a,+—,a, = (p"x)
p" p"

a.Montrerque : YVn 20, a, <x <b,
b. Montrer que (a,) et (b,) sont deux suites adjacents
et déterminer leur limite commune.
c. Prouver que Vn > 1,a, = Z k avec
per

Cn+1 € {0,1,2,...,p— 1}
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